
数数数理理理经经经济济济学学学复复复习习习

Xi Xiang

2025.06

Contents

1 集合、数列与向量空间 2
1.1 集合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2 数列与收敛 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.3 向量空间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2 消费与生产 10
2.1 消费者行为 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.2 一般化的偏好 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.3 生产者的行为 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.4 生产函数与生产技术 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3 线性规划和产业关联 16

4 向量函数的连续性和微分 17
4.1 连续性、开集和闭集 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
4.2 微分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
4.3 向量函数的二阶微分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

5 需求和供给 23
5.1 需求函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
5.2 斯勒茨基方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
5.3 供给函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
5.4 成本函数和要素需求 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31



2 1 集合、数列与向量空间

1 集合、数列与向量空间

1.1 集合

❖ Definition:1.1 子子子集集集

▷

对于任意的 a ∈ A, 都有 a ∈ B 时, 称集合 A 包含于集合 B, 记作 A ⊂ B, 此时称 A 为

B 的子集.

❖ Definition:1.2 集集集合合合相相相等等等

▷

集合 A 与 B 互为子集, 即 A ⊂ B 且 B ⊂ A 时，称集合 A 与 B 相等, 记作 A = B.

♦ Theorem:1.3 集集集合合合的的的运运运算算算律律律

▷

(1) (A ∩B) ∩ C = A ∩B ∩ C.
(2) (A ∪B) ∪ C = A ∪B ∪ C.
(3) (A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C).
(4) (A ∪B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C).

♦ Theorem:1.4 指指指标标标集集集合合合的的的De Morgan法法法则则则

▷

对各指标 λ ∈ Λ, 集合 Aλ 与之对应时，对于任意的集合 X 有以下等式成立:
(1) X \

⋃
λ∈Λ

Aλ =
⋂
λ∈Λ

(X \Aλ).

(2) X \
⋂
λ∈Λ

Aλ =
⋃
λ∈Λ

(X \Aλ).

Proof :仅证明(2). 设 x ∈ X \
⋂
λ∈Λ

Aλ, 则 x ∈ X 且 x /∈
⋂
λ∈Λ

Aλ, 即 x ∈ X 且存在 µ ∈ Λ, 有

x /∈ Aµ. 所以 x ∈ X \Aµ. 即 x ∈
⋃
λ∈Λ

(X \Aλ) 成立. 故 X \
⋂
λ∈Λ

Aλ ⊂
⋃
λ∈Λ

(X \Aλ).

反之, 设 x ∈
⋃
λ∈Λ

(X \Aλ), 存在 µ ∈ Λ, 有 x ∈ X \Aµ. 即 x ∈ X 且 x /∈ Aµ. 从而 x ∈ X

且 x /∈
⋂
λ∈Λ

Aλ, 也即 x ∈ X \
⋂
λ∈Λ

Aλ. 故
⋃
λ∈Λ

(X \Aλ) ⊂ X \
⋂
λ∈Λ

Aλ. □

❏ Axiom:1.5 幂幂幂集集集合合合公公公理理理

▷

设 A 是一个集合, 则 {B| B ⊂ A} 是一个集合.

❖ Definition:1.6 幂幂幂集集集合合合

▷

集合 Y 的所有子集的集合称为幂集合. 即 2Y = {U | U ⊂ Y }.
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❖ Definition:1.7 关关关系系系

▷

集合 X × Y 的子集合 R 被称为集合 X 和 Y 的关系.

❖ Definition:1.8 对对对应应应

▷

f 是集合 X 和 Y 的关系, 当 X = {x ∈ X| ∃ y,使得(x, y) ∈ f} 时, 称 f 是从 X 到 Y

的对应.

❖ Definition:1.9 复复复合合合映映映射射射

▷

对于两个映射 f : X → Y 和 g : Y → Z, h : X → Z 在 h(x) = g(y) 且 y = f(x) 时, 表
示为 g ◦ f . 称 h 为映射 g, f 的复合映射.

❖ Definition:1.10 二二二项项项关关关系系系

▷

集合 X × Y 的子集合 R 被称为集合 X 和 Y 的二项关系.

❏ Axiom:1.11 实实实数数数连连连续续续性性性公公公理理理

▷

任意的上有界(下有界)集合 X ⊂ R 一定存在上确界 supX (下确界 infX).

♦ Theorem:1.12

▷

设 X 是整数非空集合并且有上界(下界）, 则 X 包含最大的元素(最小的元素）.

Proof :只证上有界. 因为 X 是整数非空集合且有上界, 由实数连续性公理, X 一定有上确界
s.
若 X 的上确界 s 是整数. 此时 s − 1 也是整数, 且不是上确界. 由上确界的定义, 存在整

数 t ∈ X, 有 t > s− 1. 由于 s 是上确界, 有上确界 s = t 得证.
若 X 的上确界 s是不整数. 只需证明 s不可能是上确界即可. 由于 s不是整数,故 s /∈ X,

而上确界是最小上界, 此时 s− 1 也不是上确界. 故必然存在整数 m ∈ X, 有 m > s− 1. 由于
s 是上确界, 对 ∀ t ∈ X, 有上确界 t < s < m+ 1, 这意味着 m 是 X 的上界, 矛盾. □

♦ Theorem:1.13

▷

对于任意的正数 ε, 存在某个自然数 m 使得 ε >
1

m
.

Proof :因为自然数集 N 没有上界, 对 ∀ ε > 0, ∃ m ∈ N, 使得 ε >
1

m
, 即 ε >

1

m
. □

❖ Definition:1.14

▷

在实数的子集 X 任取 a, b (a < b), 若 X 中存在 c, 满足 a < c < b, 则 X 是紧密的.
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♦ Theorem:1.15

▷

有理数集 Q 是紧密的.

Proof :对 ∀ a, b ∈ R. 若 a < 0, b > 0, 则 a < 0 < b 满足要求.
若 a < 0 且 b ≤ 0, 则 0 ≤ −b < a, 只需考虑 0 ≤ a < b 即可.
由定理1.13, 对于 b− a > 0, ∃ m ∈ N, 使得 b− a >

1

m
> 0 成立.

由于自然数集没有上界, 故存在满足大于实数 ma 的最小自然数 n, 使得 n− 1 ≤ ma < n.
从而 0 <

n

m
−a ≤ n

m
− n− 1

m
=

1

m
< b−a, 所以有 a <

n

m
< b. 而

n

m
∈ Q. 定理得证. □

1.2 数列与收敛

❖ Definition:1.16 收收收敛敛敛

▷

设 {xk} 是一实数列, 对于任意的正数 ε, 存在序号 k0, 当 k > k0 且 |xk − x| < ε 成立

时, 称数列 {xk} 收敛于 x, 记为 xk → x (k → ∞), 或记为 x = lim
k→∞

xk. 其中 x 为数列

{xk} 的极限.

❖ Definition:1.17 单单单调调调性性性

▷

实数列 {xk} 满足 xk+1 ≥ xk, k ∈ N 或 xk+1 ≤ xk, k ∈ N 时, 称其为单调的.

❖ Definition:1.18 子子子数数数列列列

▷

与满足 k1 < k2 < · · · < ki < · · · 的无限个自然数 ki, i ∈ N 相对应的实数列 {xk} 的部
分项所组成的新数列 {xki

| i ∈ N} 称为 {xk} 的子数列, 记为 {xki
}.

♦ Theorem:1.19 收收收敛敛敛数数数列列列的的的性性性质质质

▷

(1) 如果实数列 {xk} 是收敛的, 则这个数列是有界的.
(2) 如果实数列 {xk} 是收敛的, 则 {cxk} 也是收敛的, 其中 c 是常数.
(3) 如果实数列 {xk} 是收敛的, 则它的任意子数列也是收敛的.
(4) [单调有界准则] 如果实数列是单调有界的, 则它是收敛的.
(5) [夹逼定理] 设三个实数列 {xk}, {yk}, {zk} 满足 xk ≤ yk ≤ zk, k ∈ N. 如果 xk →
a(k → ∞), zk → a(k → ∞), 则有 yk → a(k → ∞).
(6) 实数列 {xk} 是(单调)有界的时, 它的子数列收敛.
(7) 设实数列 {xk}, {yk} 满足 xk → a(k → ∞), yk → a(k → ∞), 则有
i) xk ± yk → x± y(k → ∞).
ii) xk · yk → x · y(k → ∞).
iii) 设 y ̸= 0, yk ̸= 0, k ∈ N. 当 k → ∞ 时,

xk

yk
→ x

y
.
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Proof : (1) 由数列收敛, ∀ε > 0,∃k0, 当 k > k0 时, 有 |xk − x| < ε 成立. 故有 |xk| < |x|+ ε.
令 K = max{|x1|, · · · , |xk−1|, |x|+ ε}, 无论 k 取何值, |xk| ≤ K, 则 {xk} 有界.
(2) 如果 c = 0, 则 cxk = 0, k ∈ N. 显然成立.
如果 c ≠ 0, 对 ∀ε > 0, 不失一般性, 设 0 < c, 则

ε

c
是一个正常数. ∃k0, 当 k > k0时, 有

|xk − x| < ε

c
成立. 即 |cxk − cx| = |c||xk − x| < ε. 由定义, {cxk} 是收敛的.

(3) 设实数列 {xk} 收敛于 x. 其任意子数列为 {xki
}, 1 < k1 < k2 < · · · . 对 ∀ε > 0,∃k0,

当 k > k0 时, 有 |xk − x| < ε 成立. 对于 k0,∃v, 使得 kv ≥ k0 成立, 故对 ∀i > v, |xki
− x| < ε

成立. 则 {xki
} 收敛.

(4) [只证明单增的情况] 由于 {xk} 有界, 由实数连续性公理, {xk} 存在上确界, 设为 s.
不失一般性, 设 s > 0. ∀ε > 0, s− ε 不是上界. 故 ∃k0, xk0

> s− ε. 又 {xk} 单增有上界, s 为
上确界, 对 ∀k > k0, s− ε < xk ≤ s < s+ ε. 等价于 |xk − s| < ε. 故 {xk} → s(k → ∞) 得证.

(5) 当任意一侧取等时, 则两数列极限相同, 收敛于 a.
当 xk < yk < zk 时, 有 ∀ε > 0,∃k1, k2, 当 n > k1 且 m > k2 时有 −ε+ a < xn < ε+ a,

−ε+ a < zm < ε+ a. 令 t = max{k1, k2}, 对 ∀k ≥ t, 有 −ε+ a < xk ≤ yk ≤ zk < ε+ a. 所以
|yk − a| < ε, 得证.

(6) 有界包含了上有界、下有界. 由实数连续性公理, {xk} 有上、下确界, 分别设为 z1, y1.
于是有 {xk} ⊂ [y1, z1]. 对 ∀v1, 有 y1 ≤ xv1 ≤ z1. 以下开始对区间进行分割:
令 u =

y1 + z1
2

, 将区间 [y1, z1] 分为两个区间 [y1, u] 和 [u, z1]. 由于 {xk} ⊂ [y1, z1] =

[y1, u] ∪ [u, z1], 故在 [y1, u] 和 [u, z1] 中至少有一个包含 {xk} 的无限项. 不失一般性, 假定包
含 {xk} 的无限项的区间为 [y1, u].
令 y2 = y1, z2 = u, 则区间 [y2, z2] 包含 {xk} 的无限项. ∃v2 > v1, 使得 xv2 ∈ [y2, z2] 满足

y1 ≤ y2 < z2 ≤ z1. z2 − y2 =
z1 − y1

2
, y2 ≤ xk2

≤ z2.
按上述方法每一次取上一次区间的一半, 无限次后, 有 y1 ≤ y2 ≤ · · · ≤ zn ≤ · · · ≤ z2 ≤ z1.

zn − yn =
z1 − y1

2n
, yn ≤ xvn ≤ zn, n ∈ N.

由 {yn}、{zn} 单调有界, 以及(4), {yn}、{zn} 存在极限, 设 lim
n→∞

yn = s. 对 ∀ε > 0,∃k1,
当 k > k1 时, |yk − zk| = (z1 − y1)/2

k−1 < ε/2 成立. 另外对 ∀ε > 0,∃k2, 当 k > k2 时,
|zk − s| = |zk − yk + yk − s| ≤ |zk − yk|+ |yk − s| < ε/2 + ε/2 = ε 成立. 故 zk → s(k → ∞).
由(5)知, xvk → s(k → ∞). 即子数列 {xvk} 收敛.

(7)(i) 对 ∀ε > 0, ∃k1, 当 k > k1 时,有 |xk − x| < ε/2. 对 ∀ε > 0, ∃k2, 当 k > k2 时,有
|yk − y| < ε/2.
取 K = max{k1, k2}, 当 k > K 时, 有 |xk + yk − x − y| = |(xk − x) + (yk − y)| ≤

|xk − x|+ |yk − y| < ε. 加法得证.
取 K = max{k1, k2}, 当 k > K 时, 有 |(xk − yk) − (x − y)| = |(xk − x) − (yk − y)| ≤

|xk − x|+ |yk − y| < ε. 减法得证.
(7)(ii) 由 yk → y(k → ∞), 结合(1)可知 ∃M > 0, 使得 ∀k, |yk| < M . 由 |yk < M | 和

x˘k → x(k → ∞), 对 ∀ε > 0, ∃k1, k > k1 时, 有 |xk − x| < ε

2M
.

因此 |yk(xk − x)| ≤ M |xk − x| < M · ε

2M
=

ε

2
.

由 y˘k → y(k → ∞), 对 ∀ε > 0, ∃k2, k > k2 时, 有 |yk − y| < ε

2(|x|+ 1)
.
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因此 |x(yk − y)| ≤ |x||yk − y| < |x| · ε

2(|x|+ 1)
<

ε

2
.

取 K = max{k1, k2}, 当 k > K 时, 有 |xkyk − xy| = |xkyk − xyk + xyk − xy| = |yk(xk −
x)|+ |x(yk − y)| < ε/2 + ε/2 = ε.

(7)(iii) 只需证明
1

yk
→ 1

y
(k → ∞), 则由于

xk

yk
= xk ×

1

yk
, 根据 (ii) 就可以推出 (iii) 成立.

由于 y ̸= 0, ∀ε > 0,∃ε′ > 0,使得 |y| > ε′ > 0, 并且
ε′

(|y| − ε′)|y|
≤ ε.

于是对 ε′, ∃k0, ∀k > k0,有 |yk − y| < ε′,即 {yk} ≥ |y| − ε′.

所以 | 1
yk

− 1

y
| = |yk − y|

|yk||y|
<

ε′

(|y| − ε′)|y|
≤ ε 得证.

□

❖ Definition:1.20 发发发散散散

▷

对于 ∀ m ∈ N, ∃ k1, 当 k > k1 时, 有 xk > m, 就称数列 {xk} 是向无穷大发散的.

1.3 向量空间

❖ Definition:1.21

▷

由 n 个实数组成的有序元素组称为 n 维向量, 表示为 xT = [x1, x2, · · · , xn]. 称实数 xi

是向量 x 的第 i 个元素或第 i 坐标.

❖ Definition:1.22 横横横向向向量量量

▷

将元素纵向排列的向量称为纵向量, 而将元素横向排列的向量称为横向量.

✎ Remark:1.23 向向向量量量运运运算算算

▷

x, y ∈ Rn, a ∈ R, xT = [x1, x2 · · · , xn], y
T = [y1, y2, · · · , yn].

ax = [ax1, ax2, · · · , axn], x · y = xy = [x1y1, x2y2, · · · , xnyn](数量积).

♦ Theorem:1.24 向向向量量量的的的运运运算算算律律律

▷

向量的和及其常数倍运算有以下性质, 其中 x, y, z ∈ Rn, a, b ∈ R.
(1) x+ y = y + x (交换律);
(2) (x+ y) + z = x+ (y + z) (结合律);
(3) x+ 0 = x (加法单位元的存在性);
(4) x+ (−x) = 0 (加法逆运算的存在性);
(5) (a+ b)x = ax+ bx 并且 a(x+ y) = ax+ ay (分配律);
(6) (ab)x = a(bx) (关于实数的结合律);
(7) 1 · x = x (实数1的中性).
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❖ Definition:1.25 向向向量量量空空空间间间

▷

对于和及常数倍运算,具有定理[向量的运算律]性质的向量集合称为向量空间.

✎ Remark:1.26

▷

经济向量二元运算符的记号: a ≧ b 表示两向量每个元素都可相等, a ≥ b 表示向量 a 至

少存在一个元素大于 b, a > b 表示向量 a 的每个元素都大于 b (注意: 这组记号并不完
备).

❖ Definition:1.27 锥锥锥

▷

集合 K ⊂ Rn, v ∈ K, 并且对于 ∀x ∈ K, t > 0, 使得 v + t(x− v) ∈ K, 就将 K 称为锥.

❖ Definition:1.28

▷

将定义[锥]中的点 v 称为锥 K 的顶点.

Example :定义 Rn 的两个子集: Rn
+ = {x ∈ Rn|x ≧ 0} (非负象限). Rn

++ = {x ∈ Rn|x > 0}
(正象限).

证明: Rn
+ 是以0为顶点的锥, Rn

++ 不是锥.
Proof :取 v = 0, ∀x ∈ Rn

+, t > 0, 有 tx ≥ 0 ∈ Rn
+. 故 Rn

+ 是以0为顶点的锥.
假设 ∃v ∈ Rn

++, ∀x ∈ Rn
++, t > 0, 使得 v + t(x− v) ∈ Rn

++.
令 v = (v1, v2, · · · , vn), x = (nv1, v2, · · · , vn). 其中vi 不全为0. 不妨设 v1 ̸= 0.

v + t(x− v) 的第 i 分量 [v + t(x− v)]i = vi + t(xi − vi) = [t(n− 1) + 1]v1. 当 n < 1− 1

t
时, 即 [v + t(x− v)] /∈ Rn

++. 矛盾. 原命题得证. □

✎ Remark:1.29 欧欧欧几几几里里里得得得空空空间间间中中中的的的距距距离离离

▷

x ∈ Rn 到原点的距离称为向量的模, 即 ||x|| =
√
x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n.

❖ Definition:1.30 距距距离离离

▷

空间中两点 x, y ∈ Rn, xi, yi 分别为向量 x, y 的第 i 分量, 将d(x, y) = ||x − y|| =√
(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2 称为 x, y 两点之间的距离.

♦ Theorem:1.31 Cauchy-Schwarz不不不等等等式式式

▷

对 ∀x, y ∈ Rn, |x · y| ≤ ||x|| · ||y||.

Proof :对 ∀x, y ∈ Rn 和实数 t ∈ R 设 f(t) = ||tx + y||2, 则 f(t) = (tx + y)(tx + y) =

t2||x||2 + 2tx · y + ||y||2 ≥ 0.
故 ∆ = (x · y)2 − ||x||2||y||2 ≤ 0 ⇒ |x · y| ≤ ||x|| · ||y||. □
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♦ Theorem:1.32

▷

对于 ∀x, y ∈ Rn 和实数 a ∈ R, 有以下性质成立:
(1) ||x|| ≥ 0, 当且仅当 x = 0 时, ||x|| = 0.
(2) ||ax|| = |a| · ||x||.
(3) ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||.

Proof : (3) 对 ∀x, y ∈ Rn, ||x+ y||2 = (x+ y)(x+ y) = ||x||2 + 2x · y + ||y||2.
由 Cauchy-Schwarz 不等式, ||x+ y||2 ≤ ||x||2 + 2||x|| · ||y||+ ||y||2 = (||x||+ ||y||)2.
即 ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||. □

♦ Theorem:1.33

▷

对于 ∀x, y, z ∈ Rn, 有以下性质成立:
(1) d(x, y) ≥ 0, 当且仅当 x = y 时, d(x, y) = 0.
(2) d(x, y) = d(y, x).
(3) d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z) (三角不等式).

Proof : (3) 由 ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||, 对 ∀x, y, z ∈ Rn,
d(x, y) + d(y, z) = ||x− y||+ ||y − z|| ≥ ||(x− y) + (y − z)|| = ||x− z|| = d(x, z) 成立. 故

得证. □

✎ Remark:1.34

▷

在距离 d 被定义的情况下, 向量空间 Rn 被称为欧几里得空间. 具有定理[1.32]性质的
空间是模空间. 具有定理[1.33]性质的空间是距离空间.

❖ Definition:1.35 凸凸凸集集集合合合

▷

设集合 X ⊂ Rn. 对于任意的 x, y ∈ X 和 0 ≤ θ ≤ 1, 都有 θx+ (1− θ)y ∈ X 成立, 就
将集合 X 称为凸集合.

❖ Definition:1.36 凸凸凸组组组合合合

▷

点 θx+ (1− θ)y 是连接点 x 和 y 的线段上的点, 称之为点 x 和 y 的凸组合.

♦ Theorem:1.37

▷

对于集合 X,Y ⊂ Rn 和实数 a ∈ R, 如果 X,Y 为凸集合, 则 X + Y,X − Y 和 aX 为凸

集合.

Proof :X ± Y = {z ∈ Rn|z = x ± y, x ∈ X, y ∈ Y }, 对 ∀z1, z2 ∈ X ± Y 和 ∀θ ∈ [0, 1],
有 θz1 + (1 − θ)z2 = θ(x1 ± y1) + (1 − θ)(x2 ± y2) = (θx1 + (1 − θ)x2) ± (θy1 + (1 − θ)y2).
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而θx1 + (1− θ)x2 ∈ X, θy1 + (1− θ)y2 ∈ Y , 故 θz1 + (1− θ)z2 ∈ X ± Y . 得证.
aX = {z ∈ Rn|z = ax, x ∈ X}. 对 ∀z1, z2 ∈ aX 和 ∀θ ∈ [0, 1], 有 θz1 + (1 − θ)z2 =

θaz1 + (1− θ)az2 = a(θz1 + (1− θ)z2) ∈ aX. 得证. □

❖ Definition:1.38 凸凸凸锥锥锥

▷

既是凸集又是锥的集合称为凸锥.

♦ Theorem:1.39

▷

对于所有的 λ ∈ Λ, 如果集合 Xλ ⊂ Rn 是凸集合, 则
⋂
λ∈Λ

Xλ 也是凸集合.

Proof :设 x, y ∈
⋂
λ∈Λ

Xλ, 实数 θ 满足 0 ≤ θ ≤ 1, 则对于所有的 λ ∈ Λ, 有 θx+ (1− θ)y ∈ Xλ.

而 Xλ 是凸集合, 故对于任意的 λ, 有 θx + (1 − θ)y ∈ Xλ 成立, 从而θx + (1 − θ)y ∈
⋂
λ∈Λ

Xλ

成立. 所以
⋂
λ∈Λ

Xλ 是凸集合. □

❖ Definition:1.40 凸凸凸包包包
▷

对于任意的 S ⊂ Rn, 令 coS =
⋂

S⊂K,K是凸集合, 称 coS 为 S 的凸包.

Example :证明: 任意凸集合的交集也是凸集合.
Proof :设集合 X,Y ∈ Rn 是凸集合.
当 X∩Y 有两个及以上个点时,对 ∀x, y ∈ X∩Y , ∀θ ∈ [0, 1],由 x, y ∈ X∩Y ,有 x, y ∈ X,

即 x+ (1− θ)y ∈ X.
同理 x+ (1− θ)y ∈ Y . 故有 x+ (1− θ)y ∈ X ∩ Y .
当 X ∩ Y = {a} 或 X ∩ Y = ∅ 时, 自然成立. □

Example :证明: 集合 X 是凸集合的充分必要条件是 X 中的任意凸组合都属于 X.
Proof : (⇒) 利用数学归纳法完成.
归纳奠基. 对∀x1, x2 ∈ X, ∀θ ∈ [0, 1], 有 θx1 + (1− θ)x2 ∈ X, 即两点凸组合属于 X.

归纳假设. 假设对 ∀k = n 个点的凸组合, 有
n∑

i=1

θixi ∈ X, 其中 θi ≥ 0, 且
n∑

i=1

θi = 1.

归纳步骤. 当 k = n + 1 时, 考虑 n + 1 个点的凸组合
n+1∑
i=1

θixi = θn+1xn+1 + (1 −

θn+1)
n+1∑
i=1

(
θi

1− θn+1

)
xi. 其中 θn+1 ∈ [0, 1), 且

n∑
i=1

θi
1− θn+1

= 1.

由归纳假设,
n∑

i=1

θi
1− θn+1

xi ∈ X. 由于 X 是凸集, 其与 xn+1 的凸组合也属于 X. 因此,

所有 n+ 1 个点的凸组合属于 X.
(⇐) 取 k = 2, 对 ∀x1, x2 ∈ X 和 ∀θ ∈ [0, 1], 两点的凸组合 θx1 + (1− θ)x2 ∈ X, 这正是

凸集定义. □
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❖ Definition:1.41 凸凸凸函函函数数数

▷

设函数 f : U → R, 凸集合 U ⊂ Rn. 对于任意两点 x, x′ ∈ U 和满足 0 < θ < 1 的任意

的实数 θ,有 f(θx + (1 − θ)x′) ≤ θx + (1 − θ)f(x′) 成立时, 称函数 f 为凸函数. 另外,
−f 为凸函数时, 称函数 f 为凹函数.

❖ Definition:1.42 拟拟拟凹凹凹函函函数数数

▷

设函数 f : U → R,凸集合 U ⊂ Rn. 如果对于任意的两点 x′, x′′ ∈ U 和任意的 λ ∈ [0, 1],
有 f [(1− λ)x′ + λx′′] ≥ min{f(x′), f(x′′)} 成立, 则称函数 f 为 拟凹函数. 如果对于任
意的两点 x′, x′′ ∈ U 和任意的 λ ∈ [0, 1], 有 f [(1− λ)x′ + λx′′] > min{f(x′), f(x′′)} 成
立, 则称函数 f 为严格拟凹函数.

❖ Definition:1.43 拟拟拟凸凸凸函函函数数数

▷

设函数 f : U → R,凸集合 U ⊂ Rn. 如果对于任意的两点 x′, x′′ ∈ U 和任意的 λ ∈ [0, 1],
有 f [(1− λ)x′ + λx′′] ≤ max{f(x′), f(x′′)} 成立, 则称函数 f 为 拟凸函数. 如果对于任
意的两点 x′, x′′ ∈ U 和任意的 λ ∈ [0, 1], 有 f [(1− λ)x′ + λx′′] < max{f(x′), f(x′′)} 成
立, 则称函数 f 为严格拟凸函数.

Example :证明: 单调函数是拟凹函数.
Proof :设 f 是单增函数, 则 ∀x, y, 有 f(x) ≤ f(y). 对 λ ∈ [0, 1], 定义 z = λx+ (1− λ)y.
有 x ≤ z ≤ y. 故有 f(x) ≤ f(z) ≤ f(y). 即 f(z) ≥ min{f(x), f(y)}. 故 f 是拟凹函数.
f 为单减函数时, 有 x ≤ z ≤ y, 故有 f(x) ≥ f(z) ≥ f(y), 即 f(z) ≥ min{f(x), f(y)}. □

2 消费与生产

2.1 消费者行为

❖ Definition:2.1 产产产品品品空空空间间间

▷

设经济中有 n 种产品. 第 i 种产品的量以 xi 表示. 所有产品的量可以用 xT =

[x1, x2, · · · , xn] 表示. 将表示产品量的向量的集合称为产品空间.

❖ Definition:2.2 消消消费费费集集集合合合

▷

将消费者实际可能消费的量的范围称为消费集合.

❖ Definition:2.3 效效效用用用函函函数数数

▷

表示消费者消费产品的量 x 与其效用之间对应关系的函数 u : u = U(x). 定义域为
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X ⊂ Rn, 值域为实数 R.

❖ Definition:2.4 无无无差差差异异异

▷

对于两个消费量 x, y ∈ X 和效用函数 U : X → R, 当 U(x) < U(y) 时, 消费者相对于 x

偏好 y. 当 U(x) = U(y) 时, 就称消费者对 x 和 y 的偏好无差异.

❖ Definition:2.5 偏偏偏好好好集集集合合合

▷

对于消费集合的各点 x ∈ X, 对比 x 偏好的点集合 P (x) = {y ∈ X|U(x) < U(y)}, 称为
偏好集合.

❖ Definition:2.6 偏偏偏好好好的的的凸凸凸性性性

▷

对 ∀x ∈ X, P (x) 是凸集合.

❖ Definition:2.7 无无无差差差异异异曲曲曲线线线
▷

对于消费集合的各点 x ∈ X, 将与 x 的偏好无差异的点集 I(x) = {y ∈ X|U(x) = U(y)}
称为无差异曲线.

❖ Definition:2.8 边边边际际际替替替代代代率率率

▷

无差异曲线的斜率的绝对值称为边际替代率.

❖ Definition:2.9 价价价格格格向向向量量量

▷

在 n 维产品空间中, 第 i 种产品的价格为 pi. 则所有产品的价格 pT = [p1, p2, · · · , pn]
称为价格向量.

❖ Definition:2.10 预预预算算算集集集合合合

▷

在价格为 p 和收入为 m 的条件下, 消费者的消费量选择范围设为 B(p,m), 则称
B(p,m) = {x ∈ X|p · x ≤ m} 为预算集合.

❖ Definition:2.11 预预预算算算约约约束束束线线线

▷

在预算集合 B(p,m) 中, 表示收入全部用于消费计划的点的集合, 即满足 p · x = m 的点

x 的集合, 被称为预算约束线.
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❖ Definition:2.12 需需需求求求集集集合合合

▷

在价格为 p 和收入为 m 的条件下, 消费者选择消费的范围为 D(p,m) = {x ∈ X|x ∈
B(p,m), B(p,m) ∩ P (x) = ∅}. 将集合 D(p,m) 称为需求集合.

❖ Definition:2.13 需需需求求求函函函数数数

▷

在无差异曲线为严格凸的情况下, 若需求集合 D(p,m) 内的元素只有一点 x0, 则称
D(p,m) 为需求函数.

Example :证明: 预算集合 B(p,m) 和需求集合 D(p,m) 具有零阶齐次性.
Proof :B(tp, tm) = {x ∈ X|tp · x ≤ tm} = {x ∈ X|p · x ≤ m} = B(p,m).

D(tp, tm) = {x ∈ X|x ∈ B(tp, tm), B(tp, tm)∩P (x) = ∅} = {x ∈ X|x ∈ B(p,m), B(p,m)∩
P (x) = ∅} = D(p,m). □

✎ Remark:2.14

▷

上例意味着价格与收入的同比例变化不影响预算集合和需求集合.

2.2 一般化的偏好

❖ Definition:2.15 二二二元元元关关关系系系

▷

由消费集合 X 的直积构成的集合 X ×X = {(x, y)|x ∈ X, y ∈ Y }. 设 ≻ 是 X ×X 的

子集, 即 ≻⊂ X ×X, 则称其为集合 X 的二元关系.

❖ Definition:2.16 偏偏偏好好好关关关系系系

▷

二元关系 ≻ 被称为消费者的偏好关系.

✎ Remark:2.17 偏偏偏好好好关关关系系系的的的理理理性性性

▷

假设 ≻ 具有以下性质:
非反射性: ∀x ∈ X, 不存在关系 x ≻ x.
非对称性: 如果 x ≻ y, 则 y ≻ x不成立.
传递性: 如果 x ≻ y, y ≻ z, 则 x ≻ z.
则偏好关系 ≻ 是理性的.

♦ Theorem:2.18

▷

如果偏好关系 ≻ 具备非反射性和传递性, 那么它具有非对称性.

Proof :反证法.
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当 x ≻ y 时, 若有对称性, 则有 y ≻ x. 由传递性, x ≻ x, 与非反射性矛盾. 故原命题成立.
□

✎ Remark:2.19 效效效用用用函函函数数数表表表示示示理理理性性性偏偏偏好好好

▷

设效用函数 U : X → R. 定义偏好关系 ≻U= {(x, y) ∈ X ×X|U(x) > U(y)}. 则可证明
此偏好是理性的.

✎ Remark:2.20 显显显示示示性性性偏偏偏好好好a及及及其其其弱弱弱公公公理理理

▷

若消费者购买了一组消费品而没有购买另一组他能支付的消费品, 则对于第二组消费品,
第一组消费选择被认为是显示性偏好.
设 x0 和 x1 是不同的点, 并且消费者在价格为 p0 时选择 x0, 在价格为 p1 时选择 x1.
若存在 p0 · x1 ≤ p0 · x0, 则有 p1 · x0 > p1 · x1, 则满足显示性偏好的弱公理.

a我一般翻译为显示偏好.

✎ Remark:2.21 辞辞辞书书书式式式顺顺顺序序序a ▷

在非负象限 Rn
+ 上的偏好关系 ≻L= {(x, y) ∈ Rr

+ × Rr
+|∃j, s.t. xj > yj ,且在i <

j时,∀i, xi = xj}.

a我一般翻译为字典序.

Example :证明: 辞书式顺序是理性的.
Proof :非反射性. 对 ∀x ∈ X, 不存在 j, s.t. xj > yj , 故 x ≻L x 不成立, 满足非反射性.
传递性. 若X,Y, Z ∈ Rn

+, 满足 X ≻L Y, Y ≻L Z, 即
∃j, s.t. xj > yj ;∀i < j, s.t. xi = yi;x ∈ X, y ∈ Y .
∃k, s.t. yk > zk;∀i < k, s.t. yi = zi; y ∈ Y, z ∈ Z.
则取 m = min{j, k}, 有 ∃m, s.t. xm > zm;∀i < m, s.t. xi = zi;x ∈ X, z ∈ Z. 故有

X ≻L Z. 传递性得证.
由定理[2.18]可知, ≻L 具有非对称性, 故 ≻L 是理性的. □

2.3 生产者的行为

❖ Definition:2.22 生生生产产产集集集合合合

▷

生产集合是生产所用的投入量和产出量的组合中, 可以实行的组合的集合. 生产集合
Y ⊂ Rn, Y 的元素 yT = [y1, y2, · · · , yn] 各成分 yi 是第 i 产品的投入量或产出量.(正值
产出, 负值投入)
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✎ Remark:2.23 生生生产产产集集集合合合的的的性性性质质质

▷

1. 无生产活动的可能性: 原点属于生产, 即向量 0 ∈ Y .
2. 生产集合的凸性: ∀y, y′ ∈ Y, 0 < θ < 1, 都有 θy + (1− θ)y′ ∈ Y .(意味着边际报酬递
减)
3. 自由处理: 如果 y ∈ Y 并且 y′ ≦ y, 则 y′Y .
4. 自由生产的否定: 生产集合满足 Y ∩ Rn

+ = {0}.

✎ Remark:2.24 企企企业业业利利利润润润

▷

π = p · y =
n∑

i=1

p1 · yi.

一般地, 设两个生产量为 y, y′, 有 π = p · y, π′ = y′ · p 成立, 则 p · (y − y′) = 0. 即 p 与

y − y′ 正交.

❖ Definition:2.25 供供供给给给集集集合合合
▷

在价格 p下,设使企业获得最大利润的产量为 y,定义 S(p) = {y ∈ Y |∀z ∈ Y, p·y ≥ p·z}
为供给集合.

❖ Definition:2.26 供供供给给给函函函数数数

▷

S(p) 中的元素只有1个时, S(p) 就是价格 p 的函数, 称为供给函数.

❖ Definition:2.27 利利利润润润函函函数数数

▷

给出价格 p, 企业获得的利润最大值设为 π(p), π(p) = p · S(p) 是 p 的函数, 称为利润函
数.

Example :证明: 供给集合具有零阶齐次性, 利润函数具有一阶齐次性.
Proof : ∀t > 0, p, S(tp) = {y ∈ Y |∀z ∈ Y, tp · y ≥ tp · z} = {y ∈ Y |∀z ∈ Y, p · y ≥ p · z} = S(p).
故供给函数零阶齐次.

π(tp) = tpS(tp) = tpS(p) = t · π(p). 故利润函数一次齐次. □

2.4 生产函数与生产技术

❖ Definition:2.28 生生生产产产函函函数数数

▷

生产某种产品需要 k 种要素, 其投入量向量为 x. 此时表示可能的最大产出量 q 的函数

q = f(x) 即为生产函数, 其中 f : Rn
+ → R+.
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❖ Definition:2.29 凹凹凹性性性

▷

对 ∀x, x′ ∈ Rk
+, ∀0 < θ < 1, 使得 f(θx(1− θ)x′) ≥ θf(x) + (1− θ)f(x′), 具备该性质的

函数就是凹函数.

❖ Definition:2.30 生生生产产产集集集合合合

▷

对应生产函数, 定义 Yf = {(−x, q) ∈ Rk × R|q ≤ f(x)}, Yf ⊂ Rk+1, 其为生产集合.

♦ Theorem:2.31

▷

如果生产函数是凹函数, 则生产集合 Yf 是凸集合.

Proof :设 (−x, q), (−x′, q′) 是集合 Yf 内的点, 由 Yf 的定义, 有 q ≤ f(x), q′ ≤ f(x).
对 ∀0 < θ < 1, 有 θq + (1− θ)q′ ≤ θf(x) + (1− θ)f(x′).
由于 f(x) 是凹函数, 有 θf(x) + (1− θ)f(x′) ≤ f(θx+ (1− θ)x′).
故有 θq + (1− θ)q′ ≤ f(θx+ (1− θ)x′).
即 (−(θx+ (1− θ)x′), θq + (1− θ)q′) = θ(−x, q) + (1− θ)(−x′, q′) ∈ Yf .
故 Yf 是凸集合. □

❖ Definition:2.32
▷

考虑生产要素投入量按同比例增加, 生产规模扩大时, 对 ∀x ∈ Rk
+, t > 1, 如果 f(tx) >

tf(x) 成立, 则称生产函数 f 为规模收益递增的, 类似还有递减和不变的.

♦ Theorem:2.33

▷

如果生产函数是凹函数, 则规模收益不变或递减.

Proof : ∀x ∈ Rk
+, t > 1, f 是凹函数, 有

f(x) = f

[(
1− 1

t

)
· 0 + 1

t
· tx

]
≥

(
1− 1

t

)
f(0) +

1

t
f(tx).

又 f(0) ≥ 0, 有 f(x) ≥ 1

t
f(tx), 即 tf(x) ≥ f(tx), 规模收益不变或递减. □

❖ Definition:2.34

▷

将投入量可变化的生产要素称为可变生产要素, 固定不变的生产要素称为固定生产要素.
将所有生产要素可变化的生产期间称为长期, 否则称为短期.

❖ Definition:2.35 一一一次次次齐齐齐次次次的的的生生生产产产函函函数数数

▷

f 为生产函数, 对于 x ∈ Rk
+ 和实数 t > 1, 如果 f(tx) = tf(x), 则称 f 为一阶齐次的生

产函数. 故一阶齐次的生产函数就是规模报酬不变的函数.
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♦ Theorem:2.36

▷

如果生产函数是一阶齐次的, 对应的生产集合 Yf 是以原点为顶点的锥.

Proof :即证 ∀y ∈ Yf , t ≥ 0, 有 ty ∈ Yf 成立.
设 (−x, q) ∈ Yf , 即 q ≤ f(x). 由于生产函数是一阶齐次的, 对 ∀t ≥ 0, 有 tq ≤ tf(x) =

f(tx) 成立. 根据生产集合的定义, 有 (−tx, tq) = t(−x, q) ∈ Yf .
因此, 集合 Yf 是以原点为顶点的锥. □

Example :生产函数 Y = aL+ bK, Y = min

{
L

a
,
K

b

}
,

Y = A
[
αL−ρ + (1− α)K−ρ

]− 1
ρ (A > 0, 0 < α < 1, ρ > −1, ρ ̸= 0, σ =

1

1 + ρ
为替代弹

性),
Y = ALαL1−α(0 < α < 1, A > 1) 都是一次齐次的.

Example :在一个只有两种商品的世界中, 消费者的效用函数 u(x) = (α1x
ρ
1 + α2x

ρ
2)

1/rho.
证明:
(1) 当 ρ = 1 时, 无差异曲线是线性的.
(2) 当 ρ → 0 时, 这一效用函数与 u(x) = xα1

1 xα2
2 具有同样偏好.

(3) 当 ρ → −∞ 时, u(x1, x2) = min{x1, x2}.
Proof : (1) ρ = 1 时, u(x) = α1x1 + α2x2 是线性的.

(2) lnu =
1

ρ
ln(α1x

ρ
1 + α2x

ρ
2). 当 ρ → 0 时, xρ

i = 1 + ρ lnxi(Taylor).

代入得 lnu
.
=

1

ρ
ln(α1 + α2 + ρ(α1 lnx1 + α2x2)).

由于 α1 + α2 = 1, 有

lnu
.
=

1

ρ
ln(1 + ρ(α1 lnx1 + α2x2)) = α1 lnx1 + α2 lnx2.

故 u → eα1 ln x1+α2 ln x2 = xα1
1 xα2

2 . 即具有同样偏好.
(3) 设 x1 ≤ x2, 有 xρ

1 ≥ xρ
2(ρ < 0).

故 α1x
ρ
1 + α2x

ρ
2 ≤ (α1 + α2)x

ρ
1 = xρ

1, α1x
ρ
1 + α2x

ρ
2 ≥ (α1 + α2)x

ρ
2 = xρ

2.
两边开 1/ρ 次方, (1/ρ → 0−), x1 ≤ u = (α1x

ρ
1 + α2x

ρ
2)

1/ρ ≤ x
(α1+α2)/ρ
1 = x1.

由夹逼定理, u → x1 = min{x1, x2}. x2 ≤ x1 类似可证. □

3 线性规划和产业关联

略...
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4 向量函数的连续性和微分

4.1 连续性、开集和闭集

❖ Definition:4.1

▷

对 ∀ε > 0, ∃k̄ ∈ N, 当 k > k̄ 时, 有 d(xk, x0) < ε 关系成立, 就称点列 {xk} 向 x0 收敛.
此时将 x0 称为点列 {xk} 的极限, 记为 lim

k→∞
xk = x0 或 xk → x0.

设函数为 f : X → Rm, X ⊂ Rn, x0 ∈ X.

❖ Definition:4.2

▷

对于收敛于 x0 的点列 {xk}, {f(xk)} 也收敛于 f(x0) 时, 即如果 xk → x0, 则 f(xk) →
f(x0), 就称 f 在点 x0 处连续.

❖ Definition:4.3

▷

如果函数 f 在其定义域 X 中的每一个点都是连续的, 则称函数 f 是连续函数.

♦ Theorem:4.4 中中中值值值定定定理理理

▷

如果函数 f : [a, b] → R是连续函数,对于在 f(a)和 f(b)之间的任意一个值 y, ∃c ∈ [a, b],
使得 f(c) = y 成立.

Proof :构造两数列 {ak} 和 {bk}, 使得 a0 = a, b0 = b; 对于 ak−1 和 bk−1, 它们的下一项 ak

和 bk 定义为:

如果 f

(
ak−1 + bk−1

2

)
> y, 则 ak = ak−1, bk =

ak−1 + bk−1

2
; 如果 f

(
ak−1 + bk−1

2

)
≤ y,

则 ak =
ak−1 + bk−1

2
, bk = bk−1.

这样就有 a ≤ a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ ak ≤ · · · ≤ bk ≤ · · · ≤ b2 ≤ b1 ≤ b, bk − ak =
b− a

2k
成立.

根据任意上有界(下有界)的集合一定存在上确界(下确界), 数列 {ak} 存在上确界, 而数列
{bk} 存在下确界.
根据数列的构造, {ak} 上确界与 {bk} 的下确界是一致的, 即 lim

k→∞
ak = c = lim

k→∞
bk.

从而根据函数的连续性, y ≤ lim
k→∞

f(bk) = f(c) = lim
k→∞

f(ak) ≤ y. 定理得证. □

❖ Definition:4.5 开开开球球球

▷

在空间 Rn 中, 给出点 x ∈ Rn 和适当的实数 ε > 0, 定义集合 B(x, ε) = {y|d(x, y) < ε}.
集合 B(x, ε) 被称为以点 x 为球心, ε 为半径的开球.
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❖ Definition:4.6 近近近旁旁旁a ▷

称包含开球 B(x, ε) 的 Rn 的任意子集为点 x 的近旁, 标记为 N(x).

a我一般翻译为邻域.

❖ Definition:4.7 开开开集集集

▷

设 U 为空间 Rn 的子集, 对于各点 x ∈ U , ∃ε > 0, 使得 B(x, ε) ⊂ U 时, 集合 U 被称为

开集.

Example :证明: 整个空间 Rn 是一个开集.
Proof :取 ∀x ∈ Rn 与 ∀ε > 0, 由开球的定义, 集合 B(x, ε) 由整个空间 Rn 中的点组成, 因此
B(x, ε) ⊂ Rn, 所以 Rn 是一个开集. □

Example :设 Ω 为欧氏空间 X ⊂ Rn 中的所有开球组成的族, 证明 X =
⋃
B∈Ω

B.

Proof :一方面, 对 ∀x ∈ X, 必有 ∀ε > 0, x ∈ B(x0, ε) = {x|d(x0, x) < ε}, 也就是 x ∈ Ω.
所以 X ⊂

⋃
B∈Ω

B.

另一方面, 对 ∀x ∈
⋃
B∈Ω

B, 由于
⋃
B∈Ω

B 是由 X 内的点组成的.

所以有 x ∈ X, 即 X ⊃
⋃
B∈Ω

B.

综上原命题成立. □

Example :证明: 在欧氏空间 X ⊂ Rn 中的任意两个开球交集是开集.
Proof :设 U = B(x1, ε1) ∩B(x2, ε2), 对于 ∀x ∈ U , 有 εi − d(x, xi) > 0 (i = 1, 2).
记 ε = min{ε1 − d(x, x1), ε2 − d(x, x2)}.
对 ∀y ∈ B(x, ε), 有

d(y, xi) ≤ d(y, x) + d(x, x1) < ε+ d(x, xi) ≤ εi − d(x, xi) + d(x, xi) = εi (i = 1, 2).

故而 ∀y ∈ U , 有 B(x, ε) ⊂ B(x1, ε1) ∩B(x2, ε2). □

❖ Definition:4.8

▷

设 G 是空间 Rn 的子集, 集合 G 的补集 Rn

G 是开集时, 集合 G 就被称为闭集.

✎ Remark:4.9

▷

将以所有开集为元素的集合用 Γ 表示, 则 Γ = {U ⊂ Rn|U是开集}. 将以所有闭集为元
素的集合用 Ξ 表示, 则 Ξ = {G ⊂ Rn|G是闭集}, 对于集合 X ⊂ Rn, 有:
cl X =

⋂
X⊂G⊂Ξ

G 是包含 X 的最小闭集, 称为集合的闭包; int X =
⋃

U⊂X,U∈Γ

U 是包含于

X 的最大开集, 称为集合的内部. bd X = cl X \ int X 为 X 的边界. ext X = Rn \ cl X
是 X 的外部.
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4.2 微分

❖ Definition:4.10

▷

对于任意 ε > 0, ∃δ > 0, 如果 |h| < δ, 就有使得
∣∣∣∣f(x+ h)− f(x)

h
− a

∣∣∣∣ < ε 成立的 a 存

在, 就称 f 在点 x 处可微.

❖ Definition:4.11

▷

将定义[4.10]中的 a 称为函数 f 的微分. 一般地, 将微分记为 f ′, 即 f ′(x) =

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
.

♦ Theorem:4.12 Rolle定定定理理理

▷

设函数 f : [a, b] → R 是 [a, b] 上定义的连续函数, 在开区间 (a, b) 上可微, 如果 f(a) =

f(b) = k, 则存在 c ∈ (a, b), 使得 f ′(c) = 0 成立.

♦ Theorem:4.13 Lagrange中中中值值值定定定理理理

▷

连续函数 f : [a, b] → R 在各点 x ∈ (a, b) 处可微, 则存在点 c ∈ (a, b), 使得 f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
成立.

❖ Definition:4.14 偏偏偏微微微分分分

▷

当 y 的取值依赖于 n 个变量 x1, x2, · · · , xn 时, 函数关系式可以写成 y =

f(x1, x2, · · · , xn). 如果函数 f 关于 xi 可微, 就称函数 f 关于 xi 可偏微分, 称这个
微分 f 为关于 xi 的偏微分, 可记作

fi(x1, x2, · · · , xn) = lim
h→0

f(x1, · · · , xi−1, xi+h, xi+1, · · · , xn)− f(x1, · · · , xn)

h
.

❖ Definition:4.15 全全全微微微分分分

▷

将 x1, x2, · · · , xn 的各个变量的变化值记为 h1, h2, · · · , hn(
√
h2
1 + x2

2 + · · ·+ h2
n ≠ 0).

对于 n 个数 a1, · · · , an, 当 h1, h2, · · · , hn 同时趋向 0 时,

lim
h→0

|f(x1 + h1, · · · , xn + hn)− f(x1, · · · , xn)− a1h1 − · · · − anhn|√
h2
1 + · · ·+ h2

n

= 0.

就称函数 f 可全微分.
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❖ Definition:4.16 可可可微微微

▷

设 U 是 Rn 的子集, 函数 f : U → Rn. 在 x ∈ U 处, ∃ε > 0, 对于 ||h|| < ε 的所有

h ∈ Rn, 都有 x+ h ∈ U , 即点 x 是定义域 U 中的点, 此时, 存在 m× n 的矩阵 A, 使得

lim
h→0

||f(x+ h)− f(x)−Ah||
||h||

= 0 成立, 就称函数 f 在点 x 处可微.

❖ Definition:4.17 Jacob矩矩矩阵阵阵

▷

上式中的矩阵 A 被称为函数 f 在点 x 处的微分, 又被称为雅可比矩阵. 表示为 ∂f(x)

或
∂f

∂x
. 其中元素 (i, j) 可表示为 ∂fij(x) 或 fij(x) 或

∂fi
∂xj

. 即

∂f(x) =


f11(x) f12(x) · · · f1n(x)

· · · · · · · · ·
fm1(x) fm2(x) · · · fmn(x)

 .

❖ Definition:4.18 连连连续续续可可可微微微
▷

函数 f : U → Rm 是可微的,并且微分 ∂f : U → Rm×n 是连续函数时,函数 f : U → Rm

就被称为连续可微的函数.

♦ Theorem:4.19

▷

函数 f : U → Rm 在点 x ∈ U 处可微, 则它在 x ∈ U 处连续.

Proof :函数 f 在点 x ∈ U 处可微, 由 lim
h→0

||f(x+ h)− f(x)−Ah||
||h||

= 0, 点 h ∈ Rn 向 0 收

敛时, ||h|| 向 0 收敛.
因此 ||f(x+ h)− f(x)−Ah|| = ||f(x+ h)− f(x)− ∂f(x)h|| 向 0 收敛. 而 ∂f(x)h 是 h

的连续函数, 故向 0 收敛.
从而 f(x+ h) 向 f(x) 收敛, 即函数 f 在点 x 处连续. □

❖ Definition:4.20 复复复合合合函函函数数数

▷

设有两个函数为 f : U → Rm 和 g : V → R, 其中 U ⊂ Rn, V ⊂ Rm. 对 ∀x ∈ U , 有
f(x) ∈ V . 函数 g ◦ f : U → R 定义为 g(f(x)), 为两函数的复合函数.

♦ Theorem:4.21

▷

如果函数 f 在点 x ∈ U 处可微, g 在点 f(x) 处可微, 则复合函数 g ◦ f 在点 x ∈ U 处

可微, 且 ∂g ◦ f(x) = ∂g(f(x))∂f(x) 成立.
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4.3 向量函数的二阶微分

❖ Definition:4.22 梯梯梯度度度

▷

设函数 f : U → R 是以 U ⊂ Rn 的实值函数, 函数 f 在所有的点 x ∈ U 处可微时, 微分
∂f(x) 是 n 维横向量 ∂f(x) = [f1(x), f2(x), · · · , fn(x)]. 称 [∂f(x)]T 为函数 f 在点 x 的

梯度, 记作 grad f(x) 或 ∇f(x).

❖ Definition:4.23 二二二阶阶阶微微微分分分

▷

设 U ⊂ Rn, 函数 f : U → R 在点 x ∈ U 处可微. 由于微分 ∂f : U → Rn 是 n 维横

向量, 将其转置后可定义从集合 U 到空间 Rn 的函数: x ∈ U → [∂f(x)]T ∈ Rn, 记为
∂f : U → Rn, 将其作为在 x ∈ U 处可微的函数, 称函数 ∂f 在点 x ∈ U 处的微分为二

阶微分, 用 ∂2f 表示. 二阶微分 ∂2f(x) 是一个 n 阶方阵, 元素 (i, j) 可表示为 fij(x) 或
∂2f

∂xi∂xj

. 即

∂2f(x) =


f11(x) f12(x) · · · f1n(x)

f21(x) f22(x) · · · f2n(x)

· · · · · · · · ·
fm1(x) fm2(x) · · · fmn(x)

 .

❖ Definition:4.24 Hessian矩矩矩阵阵阵

▷

函数 f 的二阶微分 ∂2f(x) 被称为海塞矩阵.

❖ Definition:4.25 二二二次次次可可可微微微

▷

设 U ∈ Rn, 函数 f : U → R 在其定义域 U 上的所有点可微. 若 ∂f : U → Rn 在点

x ∈ U 处可微, 就称函数 f 在点 x 处二次可微. 如果函数 f 在 U 的所有点可微, 就称函
数二次可微. 此时, 由于可微函数是连续的, 一阶微分得到的结果 ∂f : U → Rn 是连续

函数, 所以函数 f 是连续可微的.

❖ Definition:4.26 连连连续续续二二二次次次可可可微微微

▷

如果 ∂2f : U → Rn×n 在点 x ∈ U 处连续, 就称函数 f 在点 x 处连续二次可微.

♦ Theorem:4.27

▷

如果函数 f : U → R 在点 x ∈ U 处连续二次可微, 则点 x 处的海塞矩阵 ∂2f(x) 就是对

称矩阵, 即对于 ∀i ̸= j, 有 fij(x) = fji(x).

Proof :仅就 f 为两个自变量 x1, x2 的函数的情况进行证明, 一般的情况可类似证明.
f : y = f(x1, x2), 将 x1, x2 固定, 对于两实数 h1 > 0, h2 > 0,
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定义 A = f(x1 + h1, x2 + h2) − f(x1 + h, h2) − f(x1, x2 + h2) + f(x1, x2), g(x1) =

f(x1, x2 + h)− f(x1, x2).
由拉格朗日中值定理, 对于 s1 ∈ [x1, x1 + h], 有 A = g(x1 + h)− g(x1) = g′(s1)h1 成立.
另外, 由偏微分定义 g′(s1) = f1(s1, x2 + h2)− f1(s1, x2).
进而, 将上式的 f1(x1, x2) 看成自变量 x2 的函数, 再由拉格朗日中值定理, ∃s2 ∈ [x2, x2 +

h], 使得 f1(s1, x2 + h2)− f1(s1, x2) = f12(s1, s2)h2 成立.
从而由上述三式, 有 A = f12(s1, s2)h1h2.
同理, x1, x2 对换, 并由拉格朗日中值定理 ∃t1 ∈ [x1, x1 + h1], t2 ∈ [x2, x2 + h2], 使得

A = f21(t1, t2)h1h2.
故有 f12(s1, s2) = f21(t1, t2).
当 h1, h2 充分小时, 由 f12 和 f21 的连续性, 有 f12(x1, x2) = f21(x1, x2), 定理得证. □

♦ Theorem:4.28

▷

如果在凸集合 U ∈ Rn 上定义的实值函数 f : U → R 是凸函数(或凹函数), 它在定义域
U 内的点连续.

♦ Theorem:4.29

▷

设凸集合 U ⊂ Rn 上定义的实值函数 f : U → R 是在点 x ∈ U 处连续二次可微的, 如
果函数 f 是凸函数, 则在点 x ∈ U 处的海塞矩阵 ∂2f(x) 是半正定的, 即对于 ∀z ∈ Rn,
有 zT∂2f(x)z ≥ 0 成立. 如果函数 f 是凹函数, 则在点 x 处的海塞矩阵 ∂2f(x) 是半负

定的.

Proof :取一向量 z ∈ Rn, 定义 g : g(t) = f(x+ tz).
首先证明 g 是凸函数且二阶微分 ∂2g(t) 非负.
由函数 f 的凸性, 对于两点 t, t′ 以及 ∀θ, 0 < θ < 1 有

θg(t) + (1− θ)g(t′) = θf(x+ tz) + (1− θ)f(x+ t′z)

≥ f(θ(x+ tz) + (1− θ)(x+ t′z))

= f(x+ (θt+ (1− θ)t′)z) = g(θt+ (1− θ)t′)

成立. 故 g 是凸函数.
进而, 设 t1 < t2 < t3, 由 g 的凸性,

t3 − t2
t3 − t1

g(t1) +
t2 − t1
t3 − t1

g(t3) ≥ g(t2).

故有
g(t3)− g(t2)

t3 − t2
≥ g(t3)− g(t1)

t3 − t1
≥ g(t2)− g(t1)

t2 − t1
,

由 t2 → t3 或由 t2 → t1 有 g′(t3) ≥
g(t3)− g(t1)

t3 − t1
≥ g′(t1).

故函数 g 的微分 g′ 是增函数, 从而二阶微分 ∂2g(t) 非负.
综上, 有 g′(t) = ∂f(x+ tz)z, ∂2g(t) = zT∂2f(x+ tz)z 成立.
当 t = 0 时, ∂2(g(0)) = zT∂2f(x)z ≥ 0 成立. □
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♦ Theorem:4.30

▷

一个凹函数是拟凹函数, 一个严格凹函数是严格拟凹函数.

Proof :设 f : U → R 是凹的. 在 U 内任取两点 x1, x2, 不失一般性, 设 f(x1) ≥ f(x2).
根据凹函数的定义, 对于 x = λx+ (1− λ)x2, 有 f(x) ≥ λf(x1) + (1− λ)f(x2), λ ∈ [0, 1].
即 f(x) ≥ f(x2) + λ(f(x1)− f(x2)), λ ∈ [0, 1].
因为 λ ≥ 0, 且 f(x1) ≥ f(x2), 故 λ(f(x1)− f(x2)) ≥ 0, 故有 f(x) ≥ f(x2).
即 f(x) ≥ min{f(x1), f(x2)}, λ ∈ [0, 1].
故 f(x) 是拟凹函数.
将 ≥ 替换为 > 即为对应严格情况的证明. □

Example :证明: 凸集的闭包是凸集.
Proof :设 C 是凸集, 其闭包为 cl C.
任取 x, y ∈ cl C,由闭包的定义,存在 C 中的序列 {xn}, {yn},使得 lim

n→∞
xn = x, lim

n→∞
yn =

y.
对 ∀λ ∈ [0, 1], z = λx+(1−λ)y. 由于 C 是凸集, 所以对于 ∀n, zn = λxn+(1−λ)yn ∈ C.
又 lim

n→∞
zn = lim

n→∞
(λxn + (1− λ)yn) = λ lim

n→∞
xn + (1− λ) lim

n→∞
yn = λx+ (1− λ)y = z.

即 z 是 C 中 {zn} 序列的极限.
所以 z ∈ cl C. 由 x, y ∈ cl C, λ ∈ [0, 1] 的任意性, 所以 cl C 是凸集. □

5 需求和供给

5.1 需求函数

设消费者集合为 X ⊂ Rn, 效用函数为 U : X → R, 对于价格 p ∈ Rn 和收入 m ∈ R, 预
算集合 B(p,m), 需求集合 D(p,m), 则有 B(p,m) = {x ∈ X|p · x ≤ m},

D(p,m) = {x ∈ B(p,m)|如果U(y) > U(x),则y /∈ B(p,m)}

⇔ {x ∈ X|x ∈ B(p,m), B(p,m) ∩ P (x) = ∅}.

进一步假定所有产品价格为正数, 并将价格 p 与收入 m 作限定: Q = {(p,m) ∈ Rn
++ ×

R|∃x0 ∈ X, p · x0 < m}.
基本前提: 存在需求函数, 即对于 ∀(p,m) ∈ Q, 需求集合 D(p,m) 有 card (D(p,m)) = 1,

进而假定 D : Q → Rn.

✎ Remark:5.1 局局局部部部非非非饱饱饱和和和假假假定定定

▷

(1) 需求函数 D : Q → Rn 是连续可微的;
(2) [收入无剩余]对 ∀(p,m) ∈ Q, p ·D(p,m) = m.

对于各点 x ∈ X, 与点 x 无差异或比 x 偏好的集合 IP (x) = {y ∈ X|U(y) ≥ U(x)}.
IP (x) 的实质是一个带边的偏好集合, 这条边就是无差异曲线. 对于价格 p ∈ Rn

++, 定义
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F x(p) = {y ∈ IP (x)|如果z ∈ IP (x),则p · z ≥ p · y}. 集合 F x(p) 是集合 IP (x) 中支出最小的

点的集合.
F x(p) 是价格向量 p 的正交平面与集合 IP (x) 的切点, 对于 y ∈ F x(p), 最小支出为 p · y.

❖ Definition:5.2 最最最小小小支支支出出出函函函数数数

▷

函数 Ex(p) = p · F x(p) 被称为最小支出函数或补偿收入函数.

✎ Remark:5.3 假假假定定定

▷

对 ∀p ∈ Rn
++, 集合 F x(p) 非空, 故最小支出 Ex(p) 是有限值.

♦ Theorem:5.4

▷

最小支出函数是凹函数,即对于 ∀p, p′ ∈ Rn
++ 和 ∀0 < θ < 1,有 θEx(p)+(1−θ)Ex(p′) ≤

Ex(θp+ (1− θ)p′).

Proof :如果 y ∈ F x(θp + (1 − θ)p′), 从 F x(θp + (1 − θ)p′), 可得 Ex(θp + (1 − θ)p′) =

(θp+ (1− θ)p′) · y.
进而从 F x(p) 和 F x(p′) 定义, Ex(p) ≤ p · y, Ex(p′) ≤ p′ · y.
故有 θEx(p) + (1− θ)Ex(p′) ≤ (θp+ (1− θ)p′)y = Ex(θp+ (1− θ)p′). 定理得证. □

❖ Definition:5.5 补补补偿偿偿需需需求求求函函函数数数

▷

一般支出最小化问题的解取决于价格和效用, 解为获取一定效用所需最小需求, 称为补
偿需求. Dx(p) = D(p,Ex(p)), 其中 (p,Ex(p)) ∈ Q, 称其为补偿需求函数/希克斯需求
函数.

✎ Remark:5.6

▷

在消费者偏好的无差异曲线相对原点是凸的条件下, 补偿需求与支出最小的点是一致的,
即 Dx(p) = Ex(p), 但一般地 Dx(p) ⊂ Ex(p). 原因: 当需求集合存在无限个元素时, 不
存在需求函数, 即 Dx(p) = ∅ ⊂ Ex(p).

♥ Lemma:5.7

▷

对于 (p,Ex(p)) ∈ Q 的价格 p ∈ Rn
++, 有 Dx(p) ⊂ F x(p), 即有:

(1) Ex(p) = p ·Dx(p);
(2) U(x) ≤ U(Dx(p)).

Proof :根据 Dx(p) = D(p,Ex(p)) 以及 ∀(p,m) ∈ Q, p ·D(p,m) = m[假定5.1(2)],
有 p ·Dx(p) = p ·D(p,Ex(p)) = Ex(p). (1)得证.
另外, 如果 y ∈ F x(p), 由 F x(p) 的定义, 有 U(x) ≤ U(y), p · y = Ex(p) 成立.
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两点 y,Dx(p) 都可以在价格为 p 和收入 Ex(p) 的条件下购买消费.
由 D(p,Ex(p)) 定义, 有 U(y) ≤ U(Dx(p)), 从而 U(x) ≤ U(Dx(p)). 引理得证. □

♥ Lemma:5.8

▷

如果 (p,Ex(p)) ∈ Q, 则补偿需求函数 Dx 在点 p ∈ Rn
++ 上连续.

Proof :根据定理[4.28], 凹函数在其定义域的内点上连续, 因此最小支出函数 Ex 是连续的.
又 Dx(p) = D(p,Ex(p)) 和需求函数 D : Q → Rn 是连续可微的, 即 Dx 是连续的. □

5.2 斯勒茨基方程

♦ Theorem:5.9 Mckenzie引引引理理理

▷

如果 (p,Ex(p)) ∈ Q, 则最小支出函数 Ex 在点 p 是可微的, 且 Ex
j (p) = Dx

j (p) (j =

1, 2, · · · , n) 成立. 即 ∂Ex(p) = [Dx(p)]T , 这里 Ex
j (p) =

∂Ex(p)

∂pj
是函数 Ex 对 pj 的偏

微分.

Proof :设 h ∈ Rn, ||h|| > 0. 由于函数 Ex是连续的,如果向量 h充分小,则 (p+h,Ex(p+h)) ∈
Q.
由引理[5.7]以及 Ex 的定义,有

p ·Dx(p) = Ex(p), Ex(p) ≤ p ·Dx(p+ h).

(p+ h) ·Dx(p+ h) = Ex(p+ h), Ex(p+ h) ≤ (p+ h) ·Dx(p).

从上述关系可得 h ·Dx(p+ h)− h ·Dx(p) ≤ Ex(p+ h)− Ex(p)− h ·Dx(p) ≤ 0.

从而

∣∣∣∣ h

||h||
(Dx(p+ h)−Dx(p))

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣Ex(p+ h)− Ex(p)−Dx(p) · h
||h||

∣∣∣∣ 成立.

进而由柯西-施瓦兹不等式.
∣∣∣∣∣∣∣∣ h

||h||

∣∣∣∣∣∣∣∣ ||(Dx(p+ h)−Dx(p)|| ≥
∣∣∣∣ h

||h||
(Dx(p+ h)−Dx(p))

∣∣∣∣.
由

∣∣∣∣∣∣∣∣ h

||h||

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1, 有 ||Dx(p+ h)−Dx(p)|| ≥
∣∣∣∣Ex(p+ h)− Ex(p)−Dx(p) · h

||h||

∣∣∣∣.
当 h → 0 时, 由引理[5.8], 函数 Dx 连续, Dx(p + h) 收敛于 Dx(p). 故 ||Dx(p + h) −

Dx(p)|| = 0.
由微分的定义, 函数 Ex 在点 p 处的微分 ∂Ex(p) = [Dx(p)]T . 定理得证. □

✎ Remark:5.10 马马马肯肯肯基基基引引引理理理的的的意意意义义义

▷

价格微调时的补偿收入的变化是以能够购买的价格变化前的补偿需求进行的.

♥ Lemma:5.11

▷

如果 x = D(p,m), 则 Ex(p) = m, Dx(p) = x.
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Proof :设 x = D(p,m), 根据 p ·D(p,m) = m 假定[5.1(2)收入无剩余], 有 p · x = m.
由于 card (D(p,m)) = 1, ∀y ∈ IP (x), 并且 y ̸= x, 有 p · y > m.
从而 x ∈ F x(p), 其中 F x(p) = {y ∈ IP (x)|如果z ∈ IP (x),有p · z ≥ p · y}, 即 Ex(p) =

p · x = m.
也即 Dx(p) = D(p,Ex(p)) = D(p,m) = x, 引理得证. □

✎ Remark:5.12 引引引理理理意意意义义义

▷

消费者在效用最大化时, 往往伴随着支出最小化.

♦ Theorem:5.13 Slutsky方方方程程程

▷

如果 x = D(p,m), 则补偿需求函数 Dx 在 p 处可微, 并且 Dij(p,m) = Dx
ij(p) −

xjDim(p,m), (i, j = 1, 2, · · · , n). 这里 Dij =
∂Di

∂pj
, 即产品 i 的需求关于 pj 的偏微

分, Dim =
∂Di

∂m
, 即产品 i 的需求 Di 关于收入 m 的偏微分, 另外 Dx

ij =
∂Dx

i

∂pj
是产品 i

的补偿需求关于 pj 的偏微分.

Proof :设 x = D(p,m), 根据引理[5.11], 有 Ex(p) = m, Dx(p) = x. 故 (p,Ex(p)) = (p,m) ∈
Q.
由马肯基引理, Ex 在点 p 处可微; 由假定[5.1(1)], 补偿需求函数 Dx 也可微.
产品 i 的补偿需求函数 Dx

i (p) = Di(p,E
x(p)).

故对产品 j 的价格 pj 偏微分, 有 Dx
ij(p) = Dij(p,E

x(p)) +Dim(p,Ex(p))Ex
j (p).

代入 Ex(p) = m 和马肯基引理: Ex
j (p) = Dx

j (p) = xj .
代入上式移项即得 Dij(p,m) = Dx

ij(p)− xjDim(p,m). 定理得证. □

❖ Definition:5.14

▷

斯勒茨基方程中 Dx
ij(p) 称为替代效应, xjDim(p,m) 称为收入效应.

✎ Remark:5.15 解解解释释释

▷

(1) p1 ↑, p̄2; x1 ↓, x2 ↑, 由 x 点移向 A 点, 效用不变, 实际收入不变, 新价格为 EE′, 替
代效应 Dx

ij(p) 为点 x 与点 A 对应的 x1 的消费量之差.
(2) p1 ↑, 为了使实际收入不变, 名义收入降低, EE′ 向下移. 而 p1 ↑, 实际收入 ↓, 效用
表示为 u − u′. 新预算约束变为 BF 与 u′ 相切于 C. 所以 A → C 为收入效应, 对应
xjDim(p,m).

❖ Definition:5.16 替替替代代代矩矩矩阵阵阵

▷
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将补偿需求函数 Dx 在 p 处进行微分, 可得到 Jacob 矩阵

∂Dx(p) =


Dx

11(p) Dx
12(p) · · · Dx

1n(p)

Dx
21(p) Dx

22(p) · · · Dx
2n(p)

· · · · · · · · ·
Dx

n1(p) Dx
n2(p) · · · Dx

nn(p)

 ,

称为替代矩阵或斯勒茨基矩阵.

♦ Theorem:5.17

▷

在价格 p ∈ Rn
++ 处, (p,Ex(p)) ∈ Q. 此时替代矩阵 ∂Dx(p) 有以下性质:

(1) [海塞矩阵]替代矩阵 ∂Dx(p) 是对称的, 即 Dx
ij(p) = Dx

ji(p).
(2) 替代矩阵是半负定的, 即对于 ∀z ∈ Rn, zT∂Dx(p)z ≤ 0.
(3) pT∂Dx(p) = 0, ∂Dx(p) · p = 0.

Proof :根据引理[5.8], Dx 是连续. 进而由马肯基引理, ∂Ex(p) = [Dx(p)]T .
故函数 Ex 的微分 ∂Ex 是连续的, 从而函数 Ex 连续可微.
由补偿需求函数的定义以及假定[5.1(1)], 需求函数 D 是连续可微的, 故 Dx 也是连续可

微的.
从而 Ex 二次连续可微, 函数 Ex 的二阶微分 ∂2Ex(p) 等于函数 Dx 的微分 ∂Dx(p).
由定理[4.27], 函数 Ex 的海塞矩阵 ∂2Ex(p) 是对称的, 故雅各比矩阵 ∂Dx(p) 是对称的.

(1)得证.
根据定理[5.4],得知函数 Ex 是凹函数. 由定理4.29,海塞矩阵 ∂2Ex(p)是半负定的. (2)得

证.
根据引理[5.7(1)], 有 Ex(p) = p ·Dx(p).

对 pj 进行微分, 有 Ex
j (p) = Dx

j (p) +
n∑

i=1

piD
x
ij(p).

由马肯基引理, Ex
j (p) = Dx

j (p). 故有

n∑
i=1

piD
x
ij(p) =

[
p1 p2 · · · pn

]
·


Dx

1j(p)

· · ·
Dx

1n(p)

 = 0 (j = 1, 2, · · · , n).

故有 pT∂Dx(p) = 0. 从 ∂Dx(p) 的对称性, 有 ∂Dx(p) · p = 0. (3)得证. □

✎ Remark:5.18 推推推导导导 Ex
j (p) = Dx

j (p) +
n∑

i=1

piD
x
ij(p)

▷

Ex(p) = p ·Dx(p) =
n∑

i=1

piD
x
i (p).
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当 i = j 时,
∂Ex(p)

∂pj
= Dx

j (p) + pj ·
∂Dx

j (p)

∂pj
. i ̸= j 时,

∂Ex(p)

∂pj
= pi

∂Dx
i (p)

∂pj
.

求和有 Ex
j (p) = Dx

j (p) + pj ·
∂Dx

j (p)

∂pj
+

n∑
i=1,i̸=j

pi
∂Dx

i (p)

∂pj
= Dx

j (p) +
n∑

i=1

piD
x
ij(p).

♣ Corollary:5.19 定定定理理理5.17推推推论论论

▷

(1) 由 (2) 可知, Dx
ij(p) ≤ 0, 是产品 i 价格对其需求的效应, 其被称为自替代效应, 总是

非负的.
(2) 由 (1) 指产品 i 的价格对产品 j 的需求效应, 被称为交叉替代效应. 特别地, 当 n = 2

时, 由 (3) 可知, p1Dx
11(p) + p2D

x
21(p) = 0, 所以 Dx

12(p) = Dx
21(p) ≥ 0, 交叉替代效应非

负.
(3) 由 (3), 替代矩阵 ∂Dx(p) 的所有列与价格向量正交. 在图中替代效应沿预算线移动,
始终与价格向量正交.

❖ Definition:5.20 间间间接接接效效效用用用函函函数数数

▷

将需求函数 D 与效用函数 U 的复合函数 V : Q → R 称为间接效用函数.

Table 1: 效用最大化与支出最小化问题的比较

效用最大化问题 支出最小化问题

问题描述 max u min p · x
s.t. p · x = m s.t. u(x) = u

解 需求函数 D(p,m) 补偿需求函数 Dx(p)

解代入目标函数 间接效用函数 V (p,m) 支出函数 Ex(p)

♦ Theorem:5.21 Roy恒恒恒等等等式式式

▷

如果 x = D(p,m), 并且效用函数 U(x) 在 x 处可微, 则 − Vj(p,m)

Vm(p,m)
= Dj(p,m) (j =

1, 2, · · · , n), 其中 Vj 与 Vm 分别为间接效用函数 V 关于 pj 和 m 的偏微分.

Proof :首先设 h ∈ Rn, ||h|| > 0. 如果向量 h 充分小, 则 (p + h,Ex(p + h)) ∈ Q, 此时由引
理[5.7]和引理[5.11], 有:

U(D(p,Ex(p))) = U(D(p,m)) = U(x) (引理[5.11])

(引理[5.7]) ≤ U(Dx(p+ h)) = U(D(p+ h,Ex(p+ h)))

所以 V (p,Ex(p)) ≤ V (p+ h,Ex(p+ h)) 并且 V (p+ h,Ex(p+ h)) 在 h = 0 处取最小值.



29 5 需求和供给

从而, 令 V (p+ h,Ex(p+ h)) 关于 pj 的偏微分在 h = 0 时为0, 有

Vj(p,E
x(p)) + Vm(p,Ex(p))Ex

j (p) = 0 (j = 1, 2, · · · , n).

根据马肯基引理和引理[5.11], 有 Ex
j (p) = Dx

j (p) = xj = Dj(p,m). 移项命题得证. □

♣ Corollary:5.22

▷

在与定理[5.21]相同条件下, 有
Vj(p,m)

Vi(p,m)
=

Dj(p,m)

Di(p,m)
(i, j = 1, 2, · · · , n).

设 x = D(p,m), 并且效用函数在 x 可微, 通过点 x 的无差异曲线与预算曲线在点 x 处

相切. 设通过点 x 的无差异曲线是满足 U(z) = U(x) 的点 z 的集合, 对 z 进行全微分,
有 ∂U(z)dz = 0 或 ∇U(z)dz = 0.
同时, 预算曲线是满足 p · z = 0 的点 z 的集合, 对该式进行全微分, 有 p · dz = 0.
由两线相切, 可得 ∇U(x) 与向量 p 同向, 即 ∇U(x) = λp 或 Ui(x) = λpi (i =

1, 2, · · · , n) 被称为效用最大化条件.

✎ Remark:5.23 效效效用用用最最最大大大化化化条条条件件件的的的应应应用用用: 货货货币币币的的的边边边际际际效效效用用用

▷

对同一消费者而言, 在收入不变时, 其货币的边际效用不变.
需求函数满足预算约束 p ·D(p,m) = m.

对 pj 微分, 有 Dj(p,m) +
n∑

i=1

pjDij(p,m) = 0.

将效用最大化条件 Ui(x) = λpi 代入, 有 Dj(p,m) +
1

λ

n∑
i=1

Ui(x)Dij(p,m) = 0.

同时由间接效用函数的定义, 有 Vj(p,m) =
∂

∂pj
U(D(p,m)) =

n∑
i=1

UiDij(p,m).

故有 λDj(p,m) +
1

λ

n∑
i=1

Ui(x)Dij(p,m) = 0.

用罗伊恒等式, 有 λ = Vm(p,m), 从而实数 λ 就是货币的边际效用.

5.3 供给函数

✎ Remark:5.24 价价价格格格有有有限限限

▷

企业的生产集合 Y ⊂ Rn,对于价格 p ∈ Rn,供给集合 S(p) = {y ∈ Y |如果z ∈ Y,则p·z ≤
p · y}. 利润集合 π(p) = p · S(p). 对价格 p 进行限制 P = {p ∈ Rn|∃b ∈ R,如果y ∈
Y, p · y ≤ b}.

♦ Theorem:5.25

▷

集合 P 是以原点为顶点的凸锥.

Proof :如果 p = 0, 对 ∀y ∈ Y , p · y ≤ 0, 根据集合 P 的定义, 0 ∈ P , 所以 P 包含原点.
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设 p ∈ P, t > 0. 由集合 P 的定义, ∃b ∈ R, ∀y ∈ Y , 有 p · y ≤ b 成立.
所以有 tp · y ≤ tb 成立. 从而 tp ∈ P , 集合 P 为一个锥.
设 p, p′ ∈ P , 0 < θ < 1. 由集合 P 的定义, ∃b, b′ ∈ R, ∀y ∈ Y , 有 p · y ≤ b, p′ · y ≤ b′ 成立.
从而对 ∀y ∈ Y , 有 (θp+ (1− θ)p′) · y ≤ θb+ (1− θ)b′, 也即 θp+ (1− θ)p′) ∈ P , P 为凸

集合, 得证. □

✎ Remark:5.26

▷

企业的供给函数定义在价格集合 P 的内点上, 设点 p ∈ P 为 P 的内点, 即 ∃ε >

0, s.t. ∀q, ||q − p|| < ε, q ∈ P . 集合 P 的所有内点的集合用 int P 表示.

✎ Remark:5.27 假假假定定定

▷

∀p ∈ int P , 集合 S(p) 是单元素集合.

♥ Lemma:5.28

▷

如果供给函数 S 在点 p ∈ int P 处可微, 则 pT∂S = 0.

Proof :由利润函数 π 的定义, ∀a ∈ int P , π(p) = p · S(p) ≥ p · S(q) 成立.
从而 p · S(q) 在 q = p 时取最大值. 即 p · S(q) 对 qj 的偏微分在 q = p 处等于 0.

∂[p · S(q)]
∂qj

∣∣∣∣
q=p

=
n∑

i=1

piSij(p) =
[
p1 p2 · · · pn

]
·


S1,j(p)

· · ·
Sn,j(p)

 = 0 (j = 1, 2, · · · , n).

从而 pT∂S = 0. □

♦ Theorem:5.29 Hotelling引引引理理理

▷

如果供给函数在点 S 处可微, 则利润函数 π 在点 p 处可微, 并且
∂π(p)

∂pi
= Si(p) (i =

1, 2, · · · , n). 即 ∂π(p) = [S(p)]T 成立.

Proof :由利润函数定义 π(p) = p · S(p), 对 p 进行微分, 有 ∂π(p) = [S(p)]T + pT∂S(p).
由引理[5.28], pTS(p) = 0. 故有 ∂π(p) = [S(p)]T . 得证. □

✎ Remark:5.30 霍霍霍特特特林林林引引引理理理的的的意意意义义义

▷

价格发生微小变化时, 利润的变化量是维持原来产量 S(p) 所实现的利润的变化.

♥ Lemma:5.31

▷

利润函数 π 是凸函数, 即对于 ∀p, p′ ∈ int P 和满足 0 < θ < 1 的 θ ∈ R, 有 θπ(p)+ (1−
θ)π(p′) ≥ π(θp+ (1− θ)p′) 成立.
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Proof :设 y ∈ S(θp + (1 − θ)p′), 从 π(θp + (1 − θ)p′) 的定义, 有 π(θp + (1 − θ)p′) =

(θp+ (1− θ)p′) · y, y ∈ Y .
而从 S(p) 和 S(p′) 的定义, 有 π(p) ≥ p · y, π(p′) ≥ p′ · y.
由此, 有 θπ(p) + (1− θ)π(p′) ≥ (θp+ (1− θ)p′) · y = π(θp+ (1− θ)p′), 即证得 π 是凸函

数. □

♦ Theorem:5.32

▷

设供给函数在 int P 上连续可微, 此时在各点 p ∈ int P 的供给函数 S 的微分 ∂S(p) 有

如下性质:
(1) 矩阵 ∂S(p) 是对称的, 即 Sij(p) = Sji(p).
(2) 矩阵 ∂S(p) 是半正定的, 即对 ∀z ∈ Rn, zT∂S(p)z ≥ 0 成立.
(3) pT∂S(p) = 0, 以及 ∂S(p)p = 0.

Proof :由霍特林引理, ∂π(p) = [S(p)]T , 所以由条件可知 π 连续二次可微. 从而 ∂2π(p) =

∂S(p).
由定理[4.27], 函数 π 的海塞矩阵是对称的, 故雅可比矩阵 ∂S(p) 也是对称的. (1)得证.
由引理[5.31], π 是凸函数, 再由定理[4.29], 海塞矩阵 ∂2π(p) = ∂S(p) 是半正定的. (2)得

证.
由 (1) 和引理[5.28], pT · ∂S(p) = 0 成立, 由对称性 ∂S(p) · p = 0, (3)得证. □

5.4 成本函数和要素需求

✎ Remark:5.33

▷

设企业投入 k 种生产要素生产一种产品的生产函数为 f : Rk
+ → R+. 对应产量 q ≥ 0,

定义 X(q) = {x ∈ Rk
+|q ≤ f(x)} 为使产量达到 q 以上所投入的生产要素的组合的集合.

❖ Definition:5.34 要要要素素素的的的需需需求求求集集集合合合、、、最最最小小小成成成本本本

▷

设各生产要素的价格均为正, 以向量 w ∈ Rk
++ 表示. 对于 w 和 q ≥ 0, 要素的需求集合

F q(w) = {x ∈ X(q)|∀z ∈ X(q), w · x ≤ w · z}, 最小成本 Cq(w) = w · F q(w).

✎ Remark:5.35 假假假定定定

▷

要素需求集合 F q(w) 是要素价格 w ∈ Rk
++ 的函数, 在各 w 点处, F q(w) 是由一个点构

成的集合.

♥ Lemma:5.36

▷

如果要素需求函数 F q(w) : Rk
++ → Rk 在点 w ∈ Rk

++ 处可微, 则 wT∂F q(w) = 0.
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Proof :与引理[5.28]完全完全相同. □

♦ Theorem:5.37 Shephard引引引理理理

▷

如果要素需求函数 F q 在 w处可微,则最小成本函数 Cq 在 w处亦可微,并且
∂Cq(w)

∂wi

=

F q
i (w) (i = 1, 2, · · · , n). 即 ∂Cq(w) = [F q(w)]T 成立.

Proof :与霍特林引理完全相同. □

♦ Theorem:5.38

▷

设要素需求函数 F q : Rk
++ → Rk 在点 w ∈ Rk

++ 处可微, 此时点 w ∈ Rk
++ 处的微分

∂F q(w) 具有以下性质:
(1) 矩阵 ∂F q(w) 是对称的.
(2) 矩阵 ∂F q(w) 是半负定的.
(3) wT · ∂F q(w) = 0, ∂F q(w) · w = 0.

Proof :与定理[5.32]完全相同. □

❖ Definition:5.39 成成成本本本函函函数数数

▷

将生产要素的价格 w 固定, 定义函数 C : R+ → R+ : C(q) = Cq(w). 表示企业生产量 q

和总成本 c 的关系, 被称为成本函数.

♦ Theorem:5.40

▷

如果生产函数 f : Rk
+ → R+ 是凹函数, 则成本函数 C = C(q) 是凸函数.

Proof :设 q, q′ ≥ 0, 0 < θ < 1. 根据成本函数的定义, 对于 x, x′ ∈ Rk
+, 有 C(q) = w · x,

q ≤ f(x), C(q′) = w · x′, q′ ≤ f(x′).
由上式以及生产函数 f 是凹函数,有 θq+(1−θ)q′ ≤ θf(x)+(1−θ)f(x′) ≤ f(θx+(1−θ)x′).
即投入生产要素 θx+ (1− θ)x′, 则可以生产产品 θq + (1− θ)q′. 从而由成本函数的定义,

有 C(θq + (1− θ)q′) ≤ w · (θx+ (1− θ)x′).
所以 θC(q) + (1− θ)C(q′) = w · (θx+ (1− θ)x′) ≥ C(θq + (1− θ)q′ 得证. □

Example :证明: 最小成本函数是一次齐次的凹函数.
Proof :由 Cq 的定义: Cq(w) = w · F q(w).

∀k > 0, Cq(kw) = kw ·F q(kw) = kw ·{x ∈ X(q)|∀z ∈ X(q), kw ·x ≤ kw ·z} = kwF q(w) =

kCq(w).
一次齐次性质得证.
取 w,w′ ∈ Rk

++, ∀θ ∈ [0, 1]. Cq(θw + (1− θ)w′) = (θw + (1− θ)w′)F q(θw + (1− θ)w′).
Cq(θw) + Cq((1− θ)w′) = θwF q(θw) + (1− θ)w′)F q((1− θ)w′).
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而对 ∀k > 0, F q(kw) = {x ∈ X(q)|∀z ∈ X(q)kw · x ≤ kw · z} = {x ∈ X(q)|∀z ∈
X(q), w · x ≤ w · z} = F q(w).

故 Cq(θw) + Cq((1− θ)w′) = θwF q(w) + (1− θ)w′F q(w′) = θCq(w) + (1− θ)Cq(w′).
由最小成本函数的定义, 给定要素价格, 其需求使成本最低, 有 wF q(w) ≤ wF q(θw + (1−

θ)w′), w′F q(w′) ≤ w′F q(θw + (1− θ)w′).
故有

Cq(θw) + Cq((1− θ)w′) = θwF q(w) + (1− θ)w′F q(w′)

≤ θwF q(θw + (1− θ)w′) + (1− θ)w′F q(θw + (1− θ)w′).

= (θw + (1− θ)w′)F q(θw + (1− θ)w′) = Cq(θw + (1− θ)w′).

故凹性得证. □

Example :如果生产函数 f : Rk
+ → R+ 是一次齐次的函数, 试证明: 成本函数 C(q) 是线性函

数, ∃a ∈ R > 0, 有 C(q) = aq.
Proof :由生产函数 f 是一次齐次的, 有 ∀λ ≥ 0, 有 f(λx) = λf(x).
由 X(q) = {x|q ≤ f(x)}, 当 q′ = λq 时, X(λq) = {λx|λq ≤ f(λx)} = {λx|x ∈ X(q)}.
成本函数 C(q) = min

x∈X(q)
w · x, 对 q′ = λq, 最小化问题变为

C(λq) = min
x′∈X(λq)

w · x′ = min
λx∈X(λq)

w(λx) = λ min
x∈X(q)

w · x = λC(q).

表明 C(q) 是关于 q 的一次齐次函数.
一次齐次函数满足 C(q) = C(1 · q) = q · C(1). 令 C(1) = w · F ′(w), 其中 F ′(w) 为 q = 1

时的最小成本投入向量.
则 C(q) = qw · F ′(w) = w · (qF ′(w)).
记 F q(w) = qF ′(w), 故 C(q) = w · F q(w) 为 q 的线性函数. □


